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В статье рассматривается применение теории групп Ли преобразований к анализу дис-
кретных динамических систем. При помощи классификаций двумерных и трехмерных ал-
гебр Ли получены семейства двумерных и трехмерных дискретных динамических систем,
допускающих двухпараметрические и трехпараметрические группы Ли преобразований.
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Введение
Теория дискретных динамических систем в современном математическом моделиро-
вании все чаще используется при описании физических, биологических, экономических
и многих других процессов. Однако дискретные динамические системы как объект исследо-
вания оформились гораздо позже непрерывных систем. Математический аппарат исследо-
вания систем обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, которые зада-
ют непрерывную динамическую систему, богаче методами исследования. Теория групп Ли
преобразований за прошедший век показала себя незаменимым инструментом исследования
дифференциальных уравнений. Однако успехи этой теории для дискретных динамических
систем пока несколько скромнее.
Изучение любого объекта в математике с точки зрения его симметрии является одним
из самых продуктивных подходов. Дискретные динамические системы не являются исклю-
чением. Однако поиск дискретных групп симметрии у таких систем является непростой
задачей, так как метода их нахождения в общем случае нет. Напротив, у непрерывных
групп симметрии имеется возможность сформулировать алгоритм их получения через так
называемое определяющее уравнение.
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В данной статье в качестве группы симметрии используется классическое понятие ло-
кальной r-параметрической группы Ли преобразований Gr [14, 17, 18], то есть семейства
преобразований {Ta} с локальными групповыми свойствами, зависящего от r существен-
ных параметров a = (a1, a2, . . . , ar) ∈ Δ ⊂ Rr и определяемого как x′ = f(x, a), где
x′, x ∈ D ⊆ Rn.
Современная теория непрерывных групп Ли в своем практическом применении не огра-
ничивается только дифференциальными уравнениями, исследованы также и другие ти-
пы уравнений: дифференциально-разностные, интегро-дифференциальные и т. д. Одной из
первых работ в области групповой классификации разностных уравнений является ста-
тья [20], где проведена групповая классификация разностных схем для системы уравнений
газовой динамики. Определение непрерывной симметрии для дискретных динамических
систем, которое является основополагающим для данной статьи, сформулировал японский
математик Маэда в статьях [8] и [9]. Однако его идеи долгое время не находили практически
никакого отражения в работах, посвященных дискретным динамическим системам. Нача-
ло развития группового анализа для разностных уравнений было положено в 80–90-х годах
прошлого века и связано с работами многих математиков [6, 11, 15, 16]. В этих работах в ос-
новном исследовались либо разностные модели для широко известных дифференциальных
уравнений, либо дифференциально-разностные уравнения, которые также носят название
цепочек.
Многие авторы под понятием «дискретная динамическая система» понимают разност-
ные, дифференциально-разностные уравнения, дискретные по времени и пространству ди-
намические системы (клеточные автоматы) и т. п. Для упомянутых типов систем суще-
ствуют различные классификации. Для линейных (относительно непрерывной производ-
ной) дифференциально-разностных уравнений второго порядка (относительно непрерывной
и разностной производной) групповая классификация была проведена в работе [5]; в ста-
тье [3] эти результаты распространены на системы из двух уравнений данного типа. Для
обыкновенных разностных уравнений второго порядка имеются результаты по их группо-
вой классификации [2], которая подобна классификации обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка, полученной Софусом Ли в работе [7]. Вопросы интегрируемости
некоторых типов разностных и дифференциально-разностных уравнений были исследова-
ны в работе [12].
В данной работе была проведена групповая классификация двумерных и трехмерных
дискретных динамических систем, которые также носят название каскадов (если отображе-
ние является гомеоморфизмом) [19] и задаются в соответствии с определением, расположен-
ным ниже. Такие дискретные динамические системы можно рассматривать и как системы
разностных уравнений первого порядка, заданных на равномерной сетке, разрешенных от-
носительно разностных производных и не зависящих явно от дискретного времени. Однако
классификация таких систем получена ранее не была, и результаты, приведенные в статье,
не являются частным случаем или обобщением упомянутых выше классификаций.
Вышеназванные работы послужили основой для развития теории группового анализа
дискретных динамических систем. По дискретным системам рассматриваемого ниже ти-
па стоит отметить работу [10], в которой, в частности, указан способ понижения порядка
системы с помощью группы симметрии и рассмотрены дискретные системы, заданные на
фракталах. Применительно к одномерным системам анализ с помощью непрерывных групп
симметрии был выполнен еще в работе [9]. В работе [13] был получен похожий результат:
указан способ нахождения линеаризующей замены для одномерных дискретных систем без
использования методов группового анализа, однако в случае одномерных систем это эквива-
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лентно нахождению непрерывной симметрии. Для непрерывных автономных динамических
систем такого типа (систем обыкновенных дифференциальных уравнений первого поряд-
ка, разрешенных относительно производных) результаты применения теории непрерывных
групп Ли представлены в работе [1].
1. Непрерывная симметрия для дискретной динамической
системы
Дискретной динамической системой1 называется отображение
x = f(x), x, x ∈ D ⊆ Rn. (1.1)
Под траекторией такой динамической системы понимают набор точек, который получен пу-
тем последовательного применения отображения f к некоторой начальной точке x0. Впер-
вые применение теории групп Ли преобразований для дискретных динамических систем
в своей статье описал японский математик Маэда. Он дал определение непрерывной сим-
метрии и показал путь упрощения исходной системы [9].
Если отображение f , которое задает дискретную динамическую систему, коммутирует
с локальной группой Ли Gr, то есть для всех a из некоторой окрестности a0 выполнено
равенство Ta ◦ f = f ◦ Ta, где Ta ∈ Gr, то говорят, что Gr является группой симмет-
рии для дискретной системы или что система допускает группу преобразований. Данное
определение допускает наглядную геометрическую интерпретацию: под действием группы
симметрии траектория дискретной динамической системы переходит в траекторию.






Данная система имеет две однопараметрические группы симметрии, которые вместе об-





















Наличие однопараметрической группы симметрии дает возможность представить дис-
кретную динамическую систему в виде [10]
c1 = c1 + f˜1(0, c2, . . . , cn),
ci = f˜ i(0, c2, . . . , cn), i = 2, . . . , n,
(1.2)
1В тексте следующие понятия нужно считать эквивалентными автономной дискретной по вре-
мени динамической системе: дискретная система, дискретная динамическая система, система с дис-
кретным временем.
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где ci — канонические переменные для группы преобразований [18], а f˜ i — функции f i,
записанные в новых координатах. Переход к каноническим переменным позволяет линеа-
ризовать по одной из координат одну из функций, задающих отображение динамической
системы, а из остальных функций убрать зависимость от этой координаты.
Понятие инфинитезимального оператора [14] для непрерывной группы преобразований
является очень эффективным инструментом исследования не только дифференциальных
уравнений, но также и дискретных динамических систем. С помощью данного оператора
удобно выписывать систему уравнений для поиска непрерывных симметрий: группа непре-






является группой симметрии дискретной динамической системы, которая задается отобра-






ξj(x) = 0, i = 1, . . . , n. (1.3)
Функциональное уравнение (1.3) является определяющим уравнением для допустимых
групп преобразований дискретной динамической системы. Для заранее заданного отобра-
жения f поиск неизвестных компонент касательного поля группы симметрии может вы-
звать непреодолимые сложности. Однако решение обратной задачи о нахождении по задан-
ной группе преобразований всех допускающих ее дискретных динамических систем являет-
ся вполне выполнимым, так как связано с решением системы дифференциальных уравнений
с частными производными первого порядка.
2. Семейства дискретных динамических систем
с двухпараметрической группой симметрии
Дискретная динамическая система, допускающая однопараметрическую группу Ли,
может быть сведена к системе на единицу меньшей размерности (выражение (1.2)). Если
же динамическая система имеет двухпараметрическую группу симметрии, то ее размер-
ность не всегда может быть уменьшена на два или сведена к системе из двух линейных
отображений в случае двумерных систем.
Использование определяющего функционального уравнения (1.3) для произвольных
дискретных динамических систем с заранее заданными алгебрами Ли непрерывных групп
преобразований позволяет решить обратную задачу — нахождение всех дискретных систем
с заданной непрерывной симметрией. Система уравнений (1.3) для заданных компонент
касательных полей группы симметрии является переопределенной системой дифференци-
альных уравнений на неизвестные функции, задающие дискретную динамическую систе-
му, что делает ее разрешимой во многих случаях. Применение известной классификации
двухпараметрических групп Ли на плоскости дает возможность найти все дискретные ди-
намические системы с двухпараметрическими группами симметрии, так как при гладкой
обратимой замене переменных группа симметрии остается таковой и в новых координатах.
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Трехмерная дискретная динамическая система
xk+1 = f˜(xk, yk, zk),
yk+1 = g˜(xk, yk, zk),
zk+1 = h˜(xk, yk, zk),
f˜ , g˜, h˜ ∈ C1, (2.1)
допускающая двумерную группу симметрии, при помощи некоторой гладкой обратимой
замены переменных может быть сведена в зависимости от типа алгебры Ли к нескольким
из четырех видов
1.
xk+1 = xk + f(zk),




yk+1 = yk + g(xk, zk),
zk+1 = h(xk, zk),
3.
xk+1 = f(zk)xk,
yk+1 = g(zk)xk + yk,
zk+1 = h(zk),
4.
xk+1 = f(xk, zk),
yk+1 = yk,
zk+1 = g(xk, zk),
где f , g, h — гладкие функции, а сами алгебры Ли после перехода к новым переменным
примут вид [7]
1. X1 = ∂∂x, X2 =
∂
∂y













Замечание. Результат, приведенный выше для трехмерных систем, справедлив и для дву-
мерных дискретных динамических систем, если из рассмотрения исключить переменную z. Пусть
u=α(x, y) и v = β(x, y) — гладкая замена переменных, а x = α(u, v) и y = β(u, v) — обратная
























Общий вид двумерной дискретной динамической системы, допускающей двухпараметрическую груп-
пу преобразований с алгеброй Ли второго типа, будет иметь вид
uk+1 = α
{









Анализируя полученные семейства динамических систем с дискретным временем, можно сделать
вывод, что для рекуррентных уравнений, которые задаются двумерными отображениями семейств
1–3, можно найти общее решение. Поиск общего решения четвертого типа уравнений связан с ре-
шением рекуррентного уравнения xk+1 = f(xk).
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3. Семейства дискретных динамических систем
с трехпараметрической группой симметрии
В статье [4] была получена классификация трехмерных алгебр Ли групп преобразова-
ний трехмерного евклидова пространства. Данная классификация алгебр Ли была исполь-
зована при построении семейств трехмерных дискретных динамических систем вида (2.1)
с трехпараметрической группой симметрии. Получение семейств для трехмерного случая
полностью аналогично процессу получения семейств в случае двухпараметрических групп
симметрии. Результаты представлены в таблице 1, где c1, c2 и c3 — некоторые константы,
f , g и h — гладкие функции.
В качестве примера рассмотрим нахождение канонического вида трехмерных дискрет-
ных динамических систем с трехпараметрической группой симметрии для типа алгебры
под номером 19, базисные операторы которой имеют вид
X1 = ∂z, X2 = ∂x + z∂z, X3 = 2z∂x + e
x∂y + z
2∂z.
Используя определяющее уравнение (1.3) применительно к базисным операторам алгебры
под номером 19 и дискретной динамической системе общего вида (2.1), получаем переопре-
деленную систему дифференциальных уравнений для неизвестных функций f i(x, y, z):
f1z = 0, f2z = 0, f3z = 1,
f1x = 1, f2x = 0, f3 − f3x − z = 0,
2f3 − 2z − f1y ex = 0, ef
1 − exf2y = 0,
(
f3
)2 − 2zf3x − exf3y − z2 = 0.
Переопределенность полученной системы дифференциальных уравнений позволяет найти
общее решение, которое записывается в следующем виде:
f1(x, y) = x− 2 ln(y − c1) + c2, f2(y) = − e
c2
y − c1 + c3, f
3(x, y, z) = z − ex
y − c1 .
Анализ результатов таблицы 1 показал, что на конечный вид семейства (размерность,
количество произвольных функций и констант) влияет в большей степени общий ранг мат-
рицы, составленной из компонент инфинитезимальных операторов. Общий ранг для алгеб-
ры Ли инфинитезимальных операторов Xm = ξm(x, y, z)∂x+ηm(x, y, z)∂y +ζm(x, y, z)∂z , где








Все полученные семейства содержат в себе тождественное отображение в силу того, что
оно коммутирует с любым отображением. Получение тождественного отображения очевид-
но во всех семействах, кроме семейства для типа алгебры с номером 19, получение которого
было рассмотрено выше. В данном случае тождественное отображение может быть полу-
чено при устремлении всех произвольных констант к бесконечности. Найденные семейства
могут совпадать, пересекаться или полностью содержаться в других семействах. Напри-
мер, семейство для типа алгебры 3 целиком содержится в семействе 4 в силу того, что
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при равных общих рангах у типа 4 компоненты касательных полей зависят только от пе-
ременной x (это влечет за собой при решении определяющего уравнения (1.3) получение
большего множества решений для типа алгебры 4). Семейства для типов алгебры Ли 9, 14,
17, 20 полностью совпадают в силу того, что для этих алгебр общие ранги равны, а компо-
ненты касательных полей групп содержат только переменные x, z. Равенство общего ранга
двум для этих типов алгебр позволит при переходе к переменным, в которых алгебра Ли
имеет один из представленных в таблице 1 видов, свести исходную трехмерную дискрет-
ную систему к одномерной динамической системе. Однако равенство общего ранга двум
не гарантирует приведение исходной системы к одномерной. К примеру, для типа 23 было
получено семейство трехмерных дискретных динамических систем, а для типа алгебры под
номером 7 семейство двумерно.
Таблица 1. Неподобные трехмерные алгебры Ли и дискретные динамические системы с трехпара-
метрической группой симметрии
№ Алгебра Ли r∗ Дискретная динамическая система
1 X1 = ∂z , X2 = ∂x, X3 = ∂y 3 xk+1 = xk + c1, yk+1 = yk + c2, zk+1 = zk + c3
2 X1 = ∂z , X2 = ∂x, X3 = y∂x + a(y)∂z 2 xk+1 = xk + f(yk), yk+1 = yk, zk+1 = zk + h(yk)
3 X1 = ∂z , X2 = x∂z , X3 = y∂z 1 xk+1 = xk, yk+1 = yk, zk+1 = zk + h(xk, yk)
4
X1 = ∂z , X2 = x∂z , X3 = a(x)∂z ,
a′′(x) = 0 1
xk+1 = xk, yk+1 = g(xk, yk),
zk+1 = zk + h(xk, yk)
5 X1 = ∂z , X2 = ∂x, X3 = ∂y + x∂z 3
xk+1 = xk + c1, yk+1 = yk + c2,
zk+1 = zk + c1yk + c3
6 X1 = ∂z , X2 = ∂x, X3 = y∂x + x∂z 2 xk+1 = xk, yk+1 = yk, zk+1 = zk + h(yk)
7 X1 = ∂z , X2 = ∂x, X3 = x∂z 2 xk+1 = xk, yk+1 = g(yk), zk+1 = zk + h(yk)
8 X1 = ∂z , X2 = ∂x, X3 = qx∂x + ∂y + z∂z 3
xk+1 = xk + c1eqyk , yk+1 = yk + c2,
zk+1 = zk + c3eyk
9 X1 = ∂z , X2 = ∂x, X3 = qx∂x + z∂z 2 xk+1 = xk, yk+1 = g(yk), zk+1 = zk
10 X1 = ∂z , X2 = x∂z , X3 = (1− q)x∂x + z∂z 2,1
xk+1 = xk, yk+1 = g(yk),
zk+1 = zk + h(yk)x
−1/(q−1)
k
11 X1 = ∂z , X2 = ∂x, X3 = y∂x + z∂z 2 xk+1 = xk + f(yk), yk+1 = yk, zk+1 = zk
12 X1 = ∂z , X2 = x∂z , X3 = ∂y + z∂z 2
xk+1 = xk, yk+1 = yk + g(xk),
zk+1 = zk + h(xk)eyk
13
X1 = ∂z , X2 = ∂x,
X3 = x∂x + ∂y + (x + z)∂z
3
xk+1 = xk + c1eyk , yk+1 = yk + c2,
zk+1 = (c1yk + c3)eyk + zk
14 X1 = ∂z , X2 = ∂x, X3 = x∂x + (x + z)∂z 2 xk+1 = xk, yk+1 = g(yk), zk+1 = zk
15
X1 = ∂z , X2 = x∂z ,
X3 = −∂x + ε∂y + z∂z, ε = 0, 1
2
xk+1 = xk, yk+1 = −εxk + g(εxk + yk),
zk+1 = zk + h(εxk + yk)e−xk
16
X1 = ∂z , X2 = ∂x,
X3 = (qx + z)∂x + ∂y − x∂z
3
xk+1 = xk − r1c1er1yk − r2c2er2yk ,
yk+1 = yk + c3, r1,2 = (q ±
√
q2 − 4)/2,
zk+1 = zk + c2er2yk + c1er1yk
17 X1 = ∂z , X2 = ∂x, X3 = (qx + z)∂x − x∂z 2 xk+1 = xk, yk+1 = g(yk), zk+1 = zk




X1 = ∂z , X2 = x∂z ,
X3 = (x
2 − qx + 1)∂x + xz∂z
2
xk+1 = xk, yk+1 = g(yk),
zk+1 = zk + h(yk)
√
x2k − qxk + 1 · eD(xk,q),
D(xk, q) =





X1 = ∂z , X2 = ∂x + z∂z,




xk+1 = xk − 2 ln(yk − c1) + c2,
yk+1 = − e
c2




X1 = ∂z , X2 = ∂x + z∂z,
X3 = 2z∂x + (z
2 ± e2x)∂z
2 xk+1 = xk, yk+1 = g(yk), zk+1 = zk
21 X1 = ∂z , X2 = z∂z, X3 = z2∂z 1 xk+1 = f(xk, yk), yk+1 = g(xk, yk), zk+1 = zk
22
X1 = ∂z ,
X2 = sin z∂x +
cos z
cosx∂y − tg x cos z∂z,
X3 = cos z∂x − sin zcosx∂y + tg x sin z∂z
3
xk+1 = xk + 2πl, l ∈ Z
yk+1 = yk + 2πm, m ∈ Z
zk+1 = zk + 2πn, n ∈ Z
23
X1 = ∂z , X2 = sin z∂x − tg x cos z∂z,
X3 = cos z∂x + tg x sin z∂z
2
xk+1 = xk + 2πl, l ∈ Z
yk+1 = g(yk),
zk+1 = zk + 2πm, m ∈ Z
4. Заключение
Данная статья посвящена непрерывной симметрии и групповой классификации дис-
кретных динамических систем с размерностью не выше трех с помощью групп Ли преобра-
зований. В статье приводятся полученные при помощи известных классификаций двумер-
ных и трехмерных алгебр Ли семейства дискретных систем с двух- и трехпараметрической
группой симметрии.
Полученные результаты для двумерных и трехмерных дискретных динамических си-
стем могут быть использованы при исследовании дискретных систем и, в частности, при
нахождении точного общего решения рекуррентного уравнения, которое соответствует ди-
намической системе, если известна двумерная или трехмерная группа непрерывной сим-
метрии. Полученные семейства могут быть расширены на динамические системы большей
размерности, если ввести произвольные функции относительно добавляемых переменных.
На примере отображений (2.2) и (2.3) показано получение общего вида дискретной динами-
ческой системы, которая допускает определенный тип двумерной или трехмерной группы
Ли преобразований.
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